Berechenbarkeit und Komplexitatstheorie

Mitschrift von Thomas Battermann

3. Semester
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1 Turingmaschinen

Eingabe und Arbeitsband ‘ ‘ 9 ‘ T3 ‘ ‘ Tn, ‘

Abhéngig vom Zustand und vom gelesenen Zeichen auf dem Band kann die Maschine:
e den Zustand wechseln
e das gelesene Zeichen iiberschreiben
e den Lese-Schreib-Kopf um < 1 Feld auf dem Band nach links oder rechts bewegen.

Formal:

Ein Turingmaschine (TM) M hat 8 Komponenten,
M = (Z,%.1,8, Zo, Za, Zy,0)

wobei:

e 7 — Zusténde
e > — Kingabealphabet

e I' — Arbeitalphabet

Zp — Anfangszustand

Z, — akzeptierender Zustand
e 7y — verwerfender Zustand
e [(J-Blank e ' - %

Die Ubergangsfunktion S,
0:ZxT'—-ZxT x{L,N,R}
D. h. typische Anweisung ist
0(z,a) =(Z',b,x)
Wenn M im Zustand z ist und das Zeichen a liest, dann wechselt M in den Zustand Z’,
iiberschreibt a mit b und bewegt den Lese-Schreibkopf um ein Feld nach links, falls X = L

e um ein Feld nach rechts, falls X = R
e bleibt stehen, falls X = N

Rechnung von M auf Eingabe z = x;1...x, € X%

Initial steht x auf dem Eingabeband und der Lese-Schreibkopf auf dem 1. Zeichen x; .

Links und rechts der Eingabe steht [J auf allen Feldern (Beidseitig unbeschrinktes Band).
Anfangszustand ist Zy Dann fihrt die Maschine Schritte geméf3 6. Die Rechnung stoppt, wenn
Z, oder Zy erreicht wird. x wird akzeptiert, falls Z, erreicht wird, sonst wird x verworfen.

Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M) = {x € ¥« | M akzeptiert z} Bsp. Sei ¥ = {0,1}
Berechne f(z) =z +1
OJ1]o]1[0 - Of1]1]0]O

Der berechnete Funktionswert ist definiert als das Wort € Y% von der Position des Lese-
Schreibkopfs nach rechts, bis zu 1. Blank.
In Z,.

0(Zo,0) = (Zy,0, R)
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0) = (Z2,1,L)
1) = (Z1,0,L)
Z2,0) = (22,0, L)
1) = (Z2,1,L)
0(Z>,0) = (Z,,0, R)
0(Z1,0) = (Z4,1,N)

Als Diagramm

L={0*"|n>0}
0,00,0%,08,...

[0]ofofo]

1. Vorschlag: Z&hle
[ pfo]...o[O]o0

2. Vorschlag:

a) streiche jede 2. Null, teste dabei, ob Anzahl gerade

b) iteriere Schritt 1
bis nur noch eine Null bleibt.
0000 — 0z0zxz — Oxxx

1.1 Erweiterungen

1.1.1 Mehrband-Turingmaschine

Turingmaschine mit fester Anzahl k von Béandern. Davon eins ausgezeichnet fiir die Eingabe.

§:ZxTF = ZxTFx{L,N,R}*

Bsp.:
8(Z,a,b) =6(Z',¢,d, L, R)

Bsp.: L = {w#w | w € {0,1}}}
1004100 — z00#x00. ..

2-Band-Turingmaschine
kopiert w auf 2. Band

0(Zy,a,0) = (Zy,a,a, R, R) fir a € {1,0}

(Z(]a# D) (217#7D7N7L)

5(217# D) (Z17#’G7N7L)
5(Z17# D) (Z27#7|:|7R7 R)
o(
o(

Zy,a,a) = (Z3,a,a, R, R)
Z27|:| D) (ZQ,D,D,N,N)

Alles was fehlt geht nach Zy
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1.1.2 Nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

Definiert wie Turingmaschine, mit:
0:ZxT'—-P(ZxT x{L,N,R})
z.B. (Z,a) = {(Z1,b,L),(Z2,¢,N)}

M akzeptiert x, falls es eine akzeptierende Rechnung gibt.

1.1.3 Nichtdeterministische Mehrband Turingmaschine

Bsp. L = {z0y | || = |y|}
tiber ¥ = {0,1}

5(Zp,1,0) ={(Z0,1,1,R,R)}

8(Zp,0,0) ={(20,0,0,R, R),(Z1,0,00, R, L)}
(Z1,a,b) ={(Z1,a,b,R, L)} a,b— {0,1}
(Z,,0,0) = {(Z,,0,0,N,N)}

(Zp,0,0) = {(Z,,0,0,N,N)}

o
o

(fehlende Anweisungen verwerfen.)

Deterministisch: 6 : Z xI' = Z x I' x {L, N, R}
Nicht Deterministisch: 6 : Z x I' - P(Z x I x {L, N, R})

Satz: Zu jeder k-Band Turingmaschine gibt es eine dquivalente (1-Band) Turingmaschine
Bew.: (Idee)
k-Band Turingmaschine M

DDDg
®
@]
O

b—1I'—T

M’ lduft 2x mal iiber das gesamte Band (und zuriick)
1. M’ merkt sich alle Zeichen, die die Lese-Schreibkopfe aktuell lesen
2. M’ fithrt die Anderungen gemif § von M auf allen Béndern aus.

Merke Zeichen im Zustand:

Z7p.e0
d.h. |Z| - |T|* viele Zustiinde, also endlich.
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Initial:

# x[#|0]#[0[#

Zeit: M macht t Schritte auf Eingabe X.
Alle Biander von M’ sind also mit Wortern beschriftet mit Lange < ¢
— Beschrifteter Teil des Bands von M hat Léange < k - ¢

Pro Schritt von M macht M’
e < 2.2t Schritte fiir die beiden Durchléaufe.
e verschieben zum Platz schaffen < k-2 -¢

e Zusammen < (k+2)-2-t = O(t).
M macht t Schritte = M’ macht O(¢?) Schritte

Satz: Zu jeder NTM gibt es eine dquivalente TM.

Bew. (Idee):
Sei M NTM

Strategie: durchsuche Baum ”Breite zuerst”. Dazu zunéchst Mehrband-TM (det.).

Pro Adresse:
o Kopiere x auf das (leere) Simulationsband,

e fithre Rechnung von M auf x aus, wobei jeweils die Anweisung gem#fl Adresse beniitzt
wird.

e falls M akzeptiert wird, dann akzeptierte.
Bann 16sche Simulationsband, erhohe Adresse um 1 (zur Basis d) und wiederhole.

Zeit: Habe jede Rechnung von M die lange <t
= Anzahl der Knoten im Baum ist < dft1 — 1
= Rechenzeit von M’: O(t +n) - d*

= Rechenzeit der det. 1-Band TM M” ist dann O (((t +n) -dt)Q)

O(t222t~10g d)
0(22 logt 22-log d)
20(227& log d+-2 logt)
o(2

—90(®)

92t(log d+1) )

Weitere Rechenmodelle haben sich alle als dquivalent zur TM erwiesen. Insbesondere lésst sich
jedes C-Programm in eine dquivalente TM umschreiben.

These von Turing/Church

Algorithmus = TM intuitiver Begriff = formal
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1.2 Kodierung von Turingmaschinen

Sei M TM mit Z = {Z1,Z3,...,Z;} und ¥ <T = {ay,a2,...,am}
Sei 5(2,‘,&]‘) = (Zi/,aj/,d)
d={L,M,R}

Kodiere mit:
x; j = 01°019017017'01% 0

1 fallsd=1L
mitd=<2 fallsd=N
3 (fallsd =R

Kodiere M durch

r=x1,171,2---T1,mT21--- l‘]@m

Dabei lege fest: Zy ist Startzustand; Z_q ist Zy; Zy ist Z,
und a1 = O

Damit besitzt jede Turingmaschine M eine Kodierung = € {0,1}*. x heifit auch Index oder
Godelnummer von M

Nicht jedes Wort aus {0, 1}* taucht als Kodierung geméfl obigem Schema auf.

Deswegen: Fiir x € {0,1}*

o M, , falls Kodierung von M,x ergibt
x
My , sonst

My fest, mit L(My) =0

Mit dieser Festlegung kodiert jedes Wort = € {0,1}* eine TM M,.

D.h. {0,1}* = {¢,0,1,00,01,10, 11,000, ... }
dies ist eine Aufzdhlung aller 0-1-Wérter und damit auch aller Turingmaschinen.

1.3 Das Halteproblem

H = {(z,9) | M,(z) bt}
dabei sei (z,y) = x1r12222. . . THTy 01y
000101010
(010,10) = 4 00110010 _10

~~
y

1.4 Die Universalsprache

U ={(z,y) | M, akzeptiert x}
Eine Sprache L heifit (Turing-) akzeptierbar, falls es eine Turingmaschine M gibt, mit L(M) = L.
L heiBt (Turing-) entscheidbar, falls M zusétzlich auf alle Eingaben hélt.

U ist akzeptierbar:

Beschreibe zunéchst eine 3-Band-Turingmaschine
M fiir U

M: | (z,y)
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4)
71 Startzustand
1 €T PN ‘ I ‘
A

Y
dann simuliere M, auf dem 1. Band

d.h. Suche in y die Stelle wo §(Z, 21) definiert ist und fithre dann Anderungen auf dem 1. Band
aus. * Dann gehe auf Band 2 und 3 wieder nach links und wiederhole. Abbruch wenn M, Z,
oder Z, erreicht.

* Auf Band 2 dndere den Zustand.
M akzeptiert, falls M, Z, erreicht und verwirft bei Z,,.

Dann gilt:

o (z,y) € U= My(x) akzeptiert.
= M,y (x) kommt nach endlich vielen Schritten nach Z,
= M (x,y) akzeptiert

o (z,y) ¢ U= My(x) verwirft.

a) | My(x) erreicht Z,
= M (z,y) verwirft.
b) M, (z) halt nicht
= M (x,y) hilt nicht.
= M (z,y) verwirft.

Es gibt also L(M) =U.
Sei My die zu M #quivalente (1-Band) Turingmaschine.
M heifit universelle Turingmaschine.

Analog ist H akzeptierbar.
(nehme M von oben und akzeptiere auch, wenn Z,, erreicht wird.)

Bezeichnungen:

e akzeptierbar
rekursiv aufzéhlbar
semi-entscheidbar
partiell rekursiv

e entscheidbar
rekursiv

Wir Konstruieren eine Sprache D, die nicht nicht akzeptierbar ist.
D.h. D # L(M) fiir alle Turingmaschinen M.
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TM\X* | &1 22 x3 x4
1 0 1 0 0
x2 10 1 1
T3 0 0 1 1
x4 10 1 0

M, (x3) verwirft
M, (z4) akzeptiert

Jede Zeile in der Tabelle beschreibt eine Sprache:
Zeile i: die von M, akzeptierte Sprache.
Wir konstruieren D so, dass D mit keiner Zeile der Tabelle iibereinstimmt.

D ={z|z¢L(M,;)}
Dann ist D nicht akzeptierbar:

Angenommen D = L(M) = L(M,)
fiir ein z € X*

Es gilt aber z € D <» x ¢ L(M,)
Widerspruch!

1.5 Diagonalsprache

D ={x|x ¢ L(Mx)} ist nicht akzeptierbar.

U ={(z,y) | i M, akzeptiert x}

z€L(My)

Satz: H und U sind nicht entscheidbar.

Beweis zu U: Angenommen U wére entscheidbar. D.h. es gibt eine Turingmaschine M, die U

akzeptiert die auf alle Eingaben hélt.
Dann entscheidet folgende Turingmaschine M’ die Sprache D:

D ={z|(z,2) U}
H = {(z,y) | My auf x hilt }
M':

Eingabe x.
Starte M auf Eingabe (z, x)
Falls M akzeptiert, dann verwerfe, sonst akzeptiere.

Da M immer hélt, hilt auch M’ auf alle Eingaben und L(M') = D.
Widerspruch, da D nicht entscheidbar. []

Zu H: Angenommen H ist entscheidbar, H = L(M).
Konstruiere M’ fiir D:
M':

Eingabe x
Starte M auf Eingabe (z, z).
Falls M akzeptiert
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dann starte M, auf z
falls M, akzeptiert, dann verwerfe
sonst akzeptiere

sonst akzeptiere

1. (z,z) € H — M,(x) hilt
und x € D < M, verwirft

2. (z,x) ¢ H = M,(z) hilt nicht
= M, verwirft x
=zcD
Es gilt.: M’ hilt auf alle Eingaben und L(M') = D. Widerspruch OJ

1.6 Das spezielle Halteproblem

Hy = {z | M,(x) hilt }
Hy ist akzeptierbar und entscheidbar.

Zu Hy: Angenommen Hj ist entscheidbar, Hy = L(M).

T = {z | M, hilt auf alle Eingabe }

Turingmaschine M heif3t total, falls M auf alle Eingaben hélt.
Lg = {x | M, hat Eigenschaft E'}

Satz: T ist nicht entscheidbar.

Beweis:Sonst wire H entscheidbar.

Sei Mp Turingmaschine fiir 7' (die immer hélt)
Turingmaschine M fiir H: Eingabe (z,vy).
Betrachte folgende Turingmaschine Mj:

My auf Eingabe w € ¥*:
Simuliere M, (x)
Falls M, (x) hélt, dann akzeptiere

. Fall: (z,y) € H= M,(z) hilt.
= My akzeptiert
L(My) = ¥*

. Fall: (z,y) ¢ H = My hilt nicht
= My verwirft

Sei yp Kodierung von M.
Dann gilt:
(%Z/)GH@ZJOGT

M fir H:
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Eingabe (z,y)

Konstruiere Turingmaschine My (aus z wird y)
Sei yo Kodierung von M)

Falls yg € T', dann akzeptiere

Sonst verwerfe

1. Fall (z,y) € H = My(x) hélt

= L(Mp) =%*
= insbesondere hilt My auf alle Eingaben
=y €T

= M akzeptiert (z,y)

2. Fall (z,y) € H = L(My) =0 und My hilt auf keine Eingabe
d.h. M entscheidet H Widerspruch [J

Lg = {z | Turingmaschine M, hat Eigenschaft FE}
—_——

Spracheigenschaft

ist unentscheidbar fiir jede Eigenschaft E.

1.6.1 Satz von Rice

Bsp.: F = {x | L(M,) ist endlich}
finite: I = {z | L(M,) ist unendlich}
empty: £ = {z | L(M,;) = 0}
S={x|L(M;)=%*

Aquivalenz = {(z,y) | L(M,) = L(M,)}

Aquivalenz fiir alle Sprachen
= {(z,y) | z,y sind PDAs und L(M,) = L(M,)}
ist unentscheidbar.

Godel: mehrere Arithmetische Formeln:
Yn3m : (n = 2m oder n = 2m — 1) wahr
Vnam : n = 2m falsch

1.6.2 Post’sches Korrespondenz Problem (PCP)

gegeben sind Dominos der Form [ﬂ

wobei z,y € X*, endlich viele Typen, von jedem Type beliebig viele.

Bep: D= (4], [4]. 12 [2])

Ziel: lege Dominos so, dass das Wort, das oben steht gleich dem ist, das unten steht.
[%] [%] [ ] [“Tbc] Widerspruch!

o) (] ] [G] (2]

D hat Losung, also D € PCP

2|3=18
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Dy = {[5] [a] [] (2]
[a5e] (5]
hat keine Losung, da Worter unten immer Langer als Worter oben sind. Dy ¢ PCP

Bp.: {[obr] (%] (3] []}
Kiirzeste Losung hat 515 Dominos.

PCP ist unentscheidbar

2 Eulerkreise

Rundweg in G, der iiber jede Kante genau einmal fiihrt.
Kreis = (1,5,2,3,1,2,4,6,3,4)

Ein Eulescher Kreis besucht jeden Knoten gerade oft, d.h. jeder Knoten muss geraden Grad
haben.

Satz: (Euler) G ungerichtet, zusammenhingend

G hat Eulerkreis < jeder Knoten hat geraden Grad.

Zu 7 <": Konstruiere Eulerkreis

Starte an beliebigem Knote, der noch unbesuchte Knoten hat. Laufe in beliebige Richtung,
solange bis es nicht mehr weiter geht.

Falls es noch unbesuchte Kanten gibt, wiederhole.

Fiige (rekursiv) die Kreise zu einem Kreis zusammen.

Der Algorithmus funktioniert, weil in jeder Iteration in dem Restgraph mit dem noch unbesuch-
ten Kanten jeder Knoten geraden Grad hat. (Invariante)

3 Hamilton Kreise

= Kreise, in denen jeder Knoten genau einmal besucht wird.

Brute force: teste alle Moglichkeiten.

n Knoten. Liste alle Permutationen der n Knoten auf.
1,2,3,...,n

2,1,3,....n

fiir jede Permutation teste, ob sie ein Hamilton Kreis ist d. h. ob alle Kreiskanten in GG existieren.
Laufzeit > n! (im schlechtesten Fall)

n! 2n10gn > on

also exponentielle Laufzeit.

(Sehr schneller) Rechner mit 1()9%

n = 100
t(n)‘ n ‘nQ‘n:S‘ 2"
10\1I0 3110
Zeit | o7 | oo | 1k | 200 = B ~ 0007 — 10215 — 34103 Jahre

Schnellere Hardware:
Sei ng = Eingabegrofle, die in 1h geldst wird.
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Neue Rechner, 1000-mal schneller als bisher.
Berechne n; = Eingabegrofie, die in einer Stunde mit den neuen Rechnern gelost wird.

1. t(n) =n
1h. t(nl) = IOOOt(nO)
n1 = 1000 x ng

2. t(n) = n? : n? = 1000 * n?
nl = V1000 xng
~——

~33

3. t(n) =n?
n3 = 1000 * n}
n1 = 10xng

4. t(n) =2"
o1 — 1000 % 270 = 2n0+10g 1000
= n1 = ng + log 1000
——

<10

Nichtdeterministischer Algorithmus
fiir hamilton Kreis:

Eingabe G mit n Knoten

e Permutation p

e Priife, ob p einen hamilton Kreis beschreibt
falls ja, akzeptiere, sonst verwerfe

HAM nichtdeterministisch effizient 1osbar.

4 Erfillbarkeit logischer Formeln, SAT

F(z1,...,zn) = (x1 Ax2 V23) = (4 N T5)
Frage: gibt es eine Belegung a € {0,1}" so dass F(a) = 1.

Deterministischer Algorithmus: durchlaufe alle a € {0,1}" und teste jeweils, F'(a) = 1.
Laufzeit > 2", exponentiell.

Nichtdeterministisch: Rate nichtdeterministisch ein a € {0,1}" und teste ob F'(a) = 1.

F

[x[x[... [x

markiere n Bandfelder.
fiille diese nichtdeterministisch mir 0 oder 1 aus

(5(21,1') = {(Zl,O,N, R), (Zl, 1,N, R)}

KNF-SAT = Erfiillbarkeit fiir Formeln F in KNF
Bsp. FF= (21 VT2V a3) A(xe VT3 Vayg) A (25 VT Vg VIT)

DNF-SAT = analog
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F=(x1 ANT3ANx3) V(22 AT Axyg) V (25 NTg A xg A7)
Es geniigt, eine Klausel zu erfiillen = DNF-SAT
= DNF-SAT ist effizient losbar.

5 Einteilung in Klassen

Seit:N— N

DTIME(t) = {L < ¥* | es gibt eine Turingmaschine M mit L(M) = L und M macht O(t(m))
Schnitte auf Eingaben der Lénge n}

Analog: NTIME(t) fir NTM.

Analog fiir Speicherplatz:

Hier mit 2-Band Turingmaschine. Dabei darf das Eingabeband nicht verédndert werden. Speicher-
bedarf wird nur in Bezug auf das 2. Band gemessen.

Fir S:N— N

DSPACE(s) ={L| es gibt M mit L(M) = L und M braucht O(s(m)) Platz auf Eingaben der
Lénge n}

Bsp.: Reguldre Sprachen < DTIME(n).
Kontextfreie Sprachen in CNF mit CYK-Algorithmus < DTIM E(n?) (evtl. n*)

Polynomische Rechenzeit:

P = |J DTIME(n")
k>1
P=DTIME(n)UDTIME(n?*)U...

Nichtdeterministische polynomische Rechenzeit

NP = |J NTIME(nF)
E>1

Bsp.: HAM € NP, SAT,CNF — SAT € NP
DNF — SAT € P

Offenes Problem: HAM,SAT € P ?

In P sind auch Probleme mit Laufzeit n'°%°. Aber auch mit dieser Laufzeit ist kein Algorithmus
fiir SAT bekannt!

Reglsmﬁngﬁcmenen} moderne Hardware statt Turingmaschine.

Gegenseitige Simulation moglich. Typischer Zeitzuwachs ist dabei ein Faktor von n® oder n?.

D.h. P bleibt gleich bei anderer Hardware, genauso NP.

Exponentielle Zeit

EXP = |J DTIME(2"")
k>0
NEXP = analog mit NTIMFE

Logarithmischer Platz

L =DSPACE(logn)
NL = NSPACE((logn)

Polynomischer Platz

PSPACE = |J DSPACE(n")
k>0
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NSPACE = |J NSPACE(n")
>0

Es gilt:

1. DTIME(t) < DSPACE(t)
pro Schritt kann hochstens ein weiteres Bandfeld beschrieben werden.
NTIME(t) < NSPACE(t)
Folgerungen:
P < PSPACE
NP < NPSPACE

2. DTIME(t) < NTIME(t)
DSPACE(s) < NSPACE(s)
Folgerungen:

P<NP
EXP<NEXP

L<NL

PSPACE < NPSPACE

3. NTIME(t) < DTIME(2°0)
Folgerung:
NP < EXP

4. DSPACE(t) < DTIME(2°®) (sogar fiir NSPACE(t))
ohne Beweis
Folgerungen:
PSPACE < EXP
NL<P

5. Satz von Savitch
Sei S(m) > logn
NSPACE(s) < DSPACE(s?)
Folgerungen:
NPSPACE < PSPACE
d.h. PSPACE = NPSPACE

Zusammenfassung:
L<NLSP<NP<PSPACE<EXP<NEXP
Alle Inklusionen sind offen (ob sie echt sind).

2.B. P < NP ¢ Preis

L= ]?VL

NL :? P

MP = PSPACFE

Bekannt ist:
NL # PSPACE

aber NL . NP ist offen.
P#FEXP

aber P L PSPACE ist offen
NP # NEXP

aber NP %EXP ist offen.
offen ist L = NP

Reduktionen:
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Seien A, B C X* Sprachen.

A ist auf B reduzierbar, schreibe A < B, falls es eine in polynomieller Zeit berechenbare Funk-
tion f: ¥* — ¥* gibt, so dass gilt:

Vee¥ xze€ A<+ f(x) €B.

dhoeA= flz)eB
und x ¢ A= f(z) ¢ B

6 Traveling Salesman (TSP)

Bsp.: Traveling Salesman (TSP)
Finde kiirzeste Rundreise die jede Stadt genau einmal besucht.

TSP
gegeben: n,L,d: {0,...,n}? - N
gefragt: gibt es eine Permutationen (=Rundreise)
der Lénge < L
dabei ist d(i,j) = d(j,7) = Abstand von Stadt zu Stadt.

Satz: HAM <" TSP

Beweis:gegeben sei G = (V, E) mit |V | = n.
Definiere:

o 1, falls (¢,5) e B

i) = )

2, sonst

1. Ein hamilton Kreis ind G liefert eine TSP-Tour der Lénge n.

2. Hat G keinen hamilton Kreis, dann beniitzt jede TSP-Tour mindestens eine Kante der
Lénge 2 o
= Gesamtlinge > n + 1
Dann gilt also
Ge HAM < (n,L,d) € TSP.
d.h. f(G) = (n,L,d)

Satz: Sei A < B.
1. BeP=AcP
2. Be NP= A€ NP

Beweis:zu 1.
Sei Mp eine Turingmaschine fiir B die in polynomieller Zeit arbeitet.
Sei My eine Turingmaschine, die die Reduktionsunktion in polynomieller Zeit berechnet.

Sei ¢ € ¥* Eingabe fiir A.
x — My fg) Mp — {0,1}

Sei p ein Polynom, das die Rechenzeit von My beschrinkt, z. B. p(n) = nk.

Ebenso g Polynom fiir Mp, z.B. q(n) = n¢
Rechenzeit von M4 auf x, |z| = n:
p(n)+q(  pn)+n )
—_——

max. Linge von f(z)

Dies ist ein Polynom, alsp A € P.
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Bsp.: n* + (n* +n)l = O(nF*)

Beweis:zu 2.
Mp nichtdeterministisch = M4 nichtdeterministisch. Zeit bleibt unveréindert.

Def.: A, B heifien (polynomiell) dquivalent, schreibe A = B, falls A < B und B <" A.
Lemma:="" ist Aquivalentzrelation.

Beweis:(R) A =F A, da A <P A mittels f(z) = z.

S)A=PV=B=AD

(T)A<PBund B<PO=A<PC

Sei A <F B mittels fund B <P C mittels g
Definiere h(x) = g(f(x)).
Rechenzeit fiir h ist Polynom [

Def.: Sei A C ¥*.
A ist NP-hart, falls VL € NP L <P A.
A heifit NP-Vollstéindig, falls A NP-Hart ist und A € NP

Satz: Sei A NP-Vollstéindig.
AeP=P=NP.

Beweis:Sei L € NP. Zeige: L € P

Da A NP-vollstandig ist, gilt: L <P A.
Nach obigem Satz: A€ P= L¢P

Satz: Sind A, B NP-volstindig, dann ist A = B.

Satz von Cook (1971)

SAT ist NP-Vollsténdig.

Beweis:SAT € NP

Sei M = (Z,%,1,0, Zy, Zy,[d) eine NTM mit Rechenzeit p(n) mit L = L(M).
Sei Z = {ZO,Zl,...,Zk},CFE = {al,...,am}

Sei x € ¥* Eingabe fiir M. Gebe Reduktionsfunktion f an, so dass f(x) = F, eine boolesche
Formel ist, so dass gilt:

x€L(M)&s F, € SAT

[z =n

Variablen von F:
zusty 5, t =0,1,...,P(n),z € Z
(Intuitiv: = 1, falls M zum Zeitpunkt ¢ im Zustand z, sonst 0)
posti,t =0,1,...,p(n),i
(Intuitiv: = 1, falls der Lese/Schreibkopf von M zum Zeitpunkt ¢ auf Feld 7 steht)
band ;q,t =0,1,...,P(n),i = —p(n),...,p(n),a € ' (Intuitiv:= 1, falls auf dem Band von M
zum Zeitpunkt ¢ auf Feld i das Zeichen a steht, 0 sonst)

F, setzt sich zusammen aus
F,=RANAANU; ANUs AN E R ist die Randbedingung.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist genau eine Variable von zusty 4, . . ., zusty », wahr. Ebenso von pos; _,m),. ..

Variable y1,...,yn

1, falls genau eine der Variable y; = 1 ist

Gy, .., =
Z n) 0, sonst
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G=yvum) = (VAL A 57T

1<i<j<n

1. Teil heifit: > 1 Variablen ist 1
2. Teil heifit: keine 2 Variablen sind 1 =< 1 Variable ist 1

Damit
p(n) p(n)

R= A | G(zustyg, ..., zustyy) NG(pos, _pmys - - P0Stpm)) N N G(bandy;q, . .., bandy; q,,)
t=0 i=—p(n)

|R| = O (p(n) * (14 (2% p(n))?2 +2xp(n)* 1))

= O(p*(n))

A, die Anfangsbedingung beschreibt die Variablen zum Zeitpunkt t=0.
0
A = zusty z, A poso1 A N\ bando 1o A /\ bando; z; N /\ bandy ; D)
i:—p( ) =1 i=n+1
Al = O(p(n))
U1 = Beschreibt den Ubergang von ¢ nach ¢t+1 an der Stelle, an der der Lese /Schreib-Kopf steht.

p(n)—1 p(n)
= AN AN A A ((zusttz Aposg; Nbandy;a) = \ (zustiy1,z0 A DOStytivd N bandt+1,i,a/)>

t=0 2€Zi=—p(n)acl’ Z'a',d
1 fir R
(Z',d,d) € §(Z,a) mit d=< 0  fiir N
-1 fiur L
‘Ul‘— (n)*x1x (2% p(n ))*1*1):O(p2(n))

Uy beschreibt die restlichen Uberginge.

. p(n) pn) .

U= A AN A (mposti Abandy; o — banditi.q) ’Ug‘ =0 (pQ(n))
t=0 j=—p(n) acl’

E beschreibt das Ende, dass M akzeptiert
p(n)
E = \/ zusty 7z,

Bl = ( (n))

F,=RAAANU, AU AE
|F.| = O (p(n)?)

Dann gilt:
zu jeder akzeptierenden Rechnung von M (x) gibt es eine zugehorige Belegung der Variablen von
F,, die F, erfiillt, und umgekehrt.

Es gilt also: M (x) hat gleich viele akzeptierende Rechnungen wie F, erfiillende Belegungen.
Insbesondere gilt also:
x€L(M)& F, € SAT O

Um von einem weiteren Problem A zu zeigen, dass A NP-vollstindig ist, geniigtves jetzt zu
zeigen

SAT <P A (und A € NP)
da dann fiir L € NP gilt:

L <P SAT und SAT <P A= L <P A.

Cook SAT ist NP-Vollstandig
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Satz: Sei A NP-Vollstandig und B € NP.
Dann gilt: B = NP-Vollstindig < A <V

KNF — SAT = {F € SAT | F ist in KNF}
k—SAT ={F € KNF — SAT | jede Klausel von F hat < 3 Literale }

Satz: 3-SAT ist NP-Vollsténdig.
Beweis:Zeige SAT <P 3 — SAT
Bsp.: Sei F boolsche Formel.

F = ((1‘1 Vfg) /\w4) V (Tg/\(L‘Q,)

1. Schritt: Bringe alle Negationszeichen nach innen —(z1 V Z3) = (Z1 A x2)
2. Schritt: nehme neue Variablen y1, %2, ... und ordne jedem Gatter eine Variable zu

3. Schritt: Definiere G
G=(y1 < (21 VT3)) A (y2 < (Y1 Axa)) A(y3 <> (T2 Ax3)) A (ya < (Y2 V y3)) Aya

Dann gilt: F € SAT & G € SAT

Tl = 1,%’2 :0,1'3 = 1,1‘4: 1
npi=Ly=Ly=1Ly=1

4. Schritt: forme einzelne Klammern in KNF um:
a (bVve)=(aVb)A@vbve)AlaVe)
a< (bAe)=(@Vb)A(avbVve) A(aVe)

Dann ist G in 3-KNF. B
Es gilt: 2-SAT € P

Not-all-equal-SAT, kurz: NAE-SAT

gegeben: F' in 3-KNF
gefragt: gibt es eine erfiillende Belegung fiir F', so dass in keiner Klausel alle Literale den Wert
1 haben.

F = (.7}1 \/@)/\(:Tl\/xg)

Satz: NAE — SAT ist NP-Vollstandig

Beweis:NAE — SAT € NP:

wéhle nicht-deterministisch Belegung a und teste dass jede Klausel erfiillt ist und nicht alle 3
Literale Wert 1 haben.

Zeige SAT <P NAE — SAT
Sei F' beliebige Formel und G die oben konstruierte in 3-KNF.
Es gilt: eine erfiillbare Belegung von G erfiillt nicht alle Literale in Klauseln mit 3 Literalen.

e aVbVc: haben b oder ¢ den Wert 1, dann muss a = 1 sein, da a <+ a Vb
e ist b=c=0,dannist a =0, alsoa =1

aVbVe:hat boder v Wert 1, dann ist a = 0, da a <> (n V c.
eistb=¢c=0,dannist a =a

Fiir die Klauseln mit 2 Literalen nehme neue Variable Z hinzu und bringe Z in die Klauseln
ein:
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aVb—=aVbVz
aVec—aVcVz

Sei H die so entstehende Formal.
Dann gilt: F' € SAT + G € 3— SAT
FeSAT ++ Ge NAE — SAT.

"=": Sei a = (ay,...a,) eine erfilllende Belegung von G.
Dann wihle z = 0.
Dann ist (ay,...ay,0) erfiilllende Belegung von H.

"<=SSei (a1, a9, ...,a,,ant1) erfiillende Belegung von H im NAE-Sinn.

1. Fall: a1 = 0 dann ist, a = (aq, ..., a,) erfiilllende Belegung von G

2. Fall: ap41 = 1 Es ist auch (a,az,...,an, Tnt1) einer erfiillende Belegung von H im NAE-
Sinn.

(0,0,1) — (1,1,0)
Jetzt ist ¢ = 0. Dann nach Fall 1.

NP-Vollstandig sind: SAT,3 — SAT, NAE — SAT

7 k-Farbbarkeit

gegeben: G = (V, E') ungerichtet
gefragt: 3f : V — {1,...,k} mit f(n) # f(v) VY(u,v) € FE

Satz: 3-Farbbarkeit ist NP-Vollstindig

Beweis in NP: gebe nichtdeterministisch jedem Knoten eine der 3 Farben. Dann priife, ob es
eine 3-Farbung ist.

Beachte: Suchraum aller Zuordnungen von Farben zu V hat grofie 3™

Es gibt £ Funktionen f:V — {1,...,k}

Zeige: NAE — SAT <P 3-Firbbarkeit.
gegeben: Fin 3 — KNF
Konstruiere einen Graph G, so dass F' € NAE — SAT < G 3-Féarbbar

Bsp.: F=(z1VagVa3)A... =c1 AcaA... Aoy

1) Sei F' € NAE — SAT und a = (ay,a2,...,ay) eine erfiillende Belegung fiir F'. Dann ist G
3-Farbbar.
xz; Farbe a; und z; Farbe a;.
Bei den Klauseln: pro A:

e wihle ein Literal mit Wert 1 und gebe Knoten die Farbe 1
e wihle ein Literal mit Wert 0 und gebe Knoten Farbe 0
e Knoten vom dritten Literal bekommt Farbe 2.

2) Sei G 3-Férbbar:
Der Wurzelknoten habe Farbe 2 (sonst permutiere Farben in G).
Sei a; die Farbe von z; im oberen Teil, d.h. a; € {0,1}. Belege Variable x; ind F' mit a;.
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Dann ist a = (ay, ..., ay) eine erfiillende Belegung vonm F'.

In Klausel-A gibt es alle 3 Farben. Literal mit Farbe 0 hat Wert 0 in der Klausel, Literal mit
Farbe 1 hat Wert 1 in der Klausel.

= F' ist erfiillt.

G bipartit.
& G 2-farbbar
& alle Kreise in G haben gerade Lénge.

Algeimein fiir 2-farbbar:
1) starte mit beliebigem Knoten v und gebe v Farbe 1

2) Wiederhole:
gebe Nachbarn von v andere Farbe, wéhle néchstes v.
Trifft man dabei auf einen bereits gefirbten Knoten mit anderer Farbe als er jetzt bekommen
sollte, dann ist G nicht2-fiarbbar. = 2-Farbbarkeit € P

Satz: HAM ist NP-Vollsténdig

Zeige: 3 — SAT <P HAM

Gegeben: F(z1,...,xn) =c1 AcaA... ANcy

Konstruiere einen Graph GG, so dass F' € 3 — SAT < G € HAM

G: Fiir jede Variable x; konstruiere folgenden Teilgraph.

Soweit hat der Graph 2" ham. Kreise und diese lassen sich je einer Belegung der Variablen von
F' zuordnen.

Bsp.: F'= (21 VT2 VT3) A (22 VT3)

1) Sei F € 3—SAT und a = (ay,...,ay,) eine erfiillende Belegung fiir F.
Dann hat G einen ham. Kreis:
gehe bei Teilgraph fiir ; nach links, falls a; = 0 und nach recht, falls a; = 1 ist.

e Kommt z; in C; vor und ist a; = 1 und C; noch nicht besucht worden, dann verzweige
zu Klauselknoten Cj.

e kommt 7; in C}j vor und ist a; = 0 und C; noch nicht besucht, dann verzweige zu Knoten
ﬁir Cj.

Da a F erfiillt, wird so jeder Klauselknoten erreicht.

2) Sei G € HAM.
Es gibt nur ham. Kreise wie unter 1) beschrieben und diese entsprechen dann erfliillender
Belegung von F.

HAMger SP HAMungeT

Gegeben: G gerichtet.

Konstruiere G’ ungerichtet, so dass:
G € HAMyer & G' € HAMypnger

1) Ein ham. Kreis in G liefert direkt einen ham. Kreis in G.

2) Ham. Kreise in G’ miissen die Richtun gvon G einhalten (oder komplett in Gegenrichtung).
Andernfalls bleibt man stecken, z. B. bei v!.
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8 Unabhidngige Knotenmenge (Independent Set (IS))

gegeben: G = (V, E), k
gefragt: 3T C V,|I| > k
innerhalb von I gibt es keine Kanten.:w

ISe NP:rate I CV,|I| =k
priife, ob I unabhéngig

Deterministisch: durchlaufe alle I CV mit |[I| = k
Es gibt (Z) solche Teilmengen.
nt < () <nt

3—SAT <P IS
Sei F(z1,...,2p) =c1 AcagAN... N¢, in3— KNF
Konstruiere Graph G und k, so dass gilt F' € 3 — SAT < (G, k) € IS

Bsp.: F = (ml V 29 \/163) VAN (Tl\/@\/l‘g) VAN (Tl\/l'Q \/1‘73)
Verbinde zwischen allen C; und C; i # j komplimentére Literale

Beobachtung: eine unabhéngige Menge I in G kann aus jedem Klauseldreieck héchstens 1 Knoten
haben = [I| <m

Beh.:F € 3—- SAT < (G,m) € IS.

"='Sei a = (a1, ...,a,) erfiilllende Belegung von F.

Definiere I: wihle aus jedem Klausel-A einen Knoten, dessen Literal Wert 1 hat.

Im Bsp.: a = (1,0,0)

— I = {x; aus C1,T3 aus Cy,73 aus Cs3}

Dann ist I unabhingig, da nie x; und Z; ausgewihlt wurden (sonst wére a nicht erfiillbar) und
nur diese durch Kanten verbunden sind.

"<’ Sei I unabhingig, |I| = m.

Dann muss I nach obiger Beobachtung aus jedem Klausel-A genau einen Knoten haben.
Konstruiere Belegung a fiir F:

Wihle aus Klausel-A fiir C; das Literal das in [ ist und gebe Wert 1.

Noch nicht belegte Variablen kénnen jetzt beliebig belegt werden. Diese Belegung erfiillt F', da
keine komplementéren Literale auftauchen.

9 Clique

gegeben: G = (V, E), k
gefragt: 3C C V,|C| > k
so dass je 2 Knoten in C' durch eine Kante verbunden sind.

Clique € NP: rate C C V,|C| = k priife, ob C' Clique ist.
IS =P Clique

Sei G, k Eingabe fiir 1.5.

Konstruiere G', k', so dass (G, k) € IS < (G', k) € Clique.

Der Komplementgraph von G ist G = (V, E)
Db F = {(a,0) | () € )
Dann gilt: (G, k) € IS < (G, k) € Clique
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10 Knoteniiberdeckung (Vortex Cover (VC))

gegeben: G = (V, E), k

gefragt: 3C C V,|C| < k, so dass jede Kante in G mindestens einen Endpunkt in C hat.

VC € NP: rate C C V,|C| = k priife, ob C cover ist.

1S <Pvc
Sei G, k Eingabe fiir 1S.

Ziel: konstruiere G', k', so dass gilt: (G, k) € IS < (G',k') e VC
DhG@=GudC=V-1=1I

Dann gilt: (G,k) € IS < (G,n—k) e VC

11 Dominating Set (DS)

Gegeben: G = (V, E), k
Gefragt: 3D C V,|D| < k

so dass fiir jeden Knoten v € V gilt: v oder ein Nachbar von v ist in D.

Ve <P DS :
Sei G, k eine Eingabe fiir V.

Ziel: konstruiere G, so dass (G,K) e VC < (G',k) € DS

o

Vortex Cover

©

2

[

L

Fiir jede Kante (u,v) in G fithre neuen Knoten K, .y ein und Kanten (u, K, ,) und (v, K, ,))

(ungerichtet).

"=’ Sei C VC in G, d.h. fiir jede Kante (u,v) € E ist u € C oder v € C.

= der neue Knoten K, , hat einen Nachbarn in C

= (C ist d.s. in G'.
"< Sei D d.s.in G’

uU,v

9

u v Enthélt D neue Knoten K, , dann ersetze K, durch v in D. Danach entsteht
D'. Dann ist D’ (immer noch d.s.).

Dann gilt |D’| < kund D’ ist V.C. in G:
wiire fiir Knate (u,v) weder v € D’ noch v € D', dann hitte K, , keinen Nachbarn in D’.

Dann wire D' kein D.S. ¢
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12 Subset Sum

Gegeben: a1, a9, ...,an,b.
Gefragt: 31 <{1,2,...,n} > a;—b
el
Bsp.: 1,2,5,7,9, 14 € Subset Sum
—~—

=b
4 ¢ Subset Sum

€ NP : rate I, teste Summe.
Subset Sum ist N P-Vollstéindig.
3 — SAT <P Subset Sum:

SeiF(arl,...xn):C’l/\...Cm.
b=33...3|11...1 dezimal.
N——

m n

Bsp.: F = (.%'1 \/:Tg\/&?g)/\(ﬂ\/&?g\/x@/\(@\/ﬂ\/w@

Zahlen y1,...,y, fir x1,...,x,
m=3 n=>5

AN
y1 = 100 | 1000
r1 kommt in Cy vor
X1 kommt nicht in Cy, C3 vor.

y> = 01001000
ys = 10000100
ys = 01000010
ys = 00100001

Analog 71, ..., Z, fir T1,..., %,
Z; = 01010000
Z5 =101/01000
Z3 = 00000100
Z4 = 00100010
Z5 = 00000001

Fullzahlen f1,... fin, 91, 9m
f1 = g1 = 100/00000
fa = g2 = 010/00000
f3 = g3 =001/00000

Es gibt nie Ubertrige, da im vorderen Teil kann man héchstens auf 3 Einsen kommen pro

Klauselspalte mit y— und z—Zahlen + max. 2 Einsen mit f— und g—Zahlen.

= Summe pro Klauselspalte < 5
Im hinteren Teil hochstens 2 Einsen pro Spalte.

"='Sei a = (ay,...,a,) erfiillende Belegung von F.
Wihle y;, falls a; = 1,
wahle z;, falls a; =0

Summe ergibt s1sg...s,11...1, wobei s; € {1,2,3}, da in jeder Klausel > 1 Literal den Wert 1

hat.

Dann wéhle passende Fiillzahlen um auf b zu kommen.

D.h. f; und g;, falls s; = 1 und f;, falls s; = 2.
" <’ Habe Subset Sum Problem eine Losung.

Wegen 1-er Block in b muss fiir jedes ¢ entweder y; oder z; in der Losung sein.
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Def.: a; = 1, falls y; in Losung,
a; = 0, falls z; in Losung.

Dann ist a = (a1, ...,ay) erfilllende Belegung von F:

Da im vorderen Teil mit den Fiill-Zahlen maximal 2 erreicht werden kann, muss die Summe der
ausgewiahlten y— und z—Zahlen > 1 je Klauselspalte sein.

= nach Konstruktion enthilt also jede Klausel > 1 erfiilltes Problem.

13 Knapsack (Rucksack)

Gegeben: S1,...,8n, ,Wi,..., Wy, ,8 W
Gefragt: 31 C {1,...,n}
s <Sund Y w; > W

icl icl
eNP
Knapsack ist N P-Vollstindig. Subset Sum < Knapsack.
Sei aq,...,an,b Eingabe fiir Subset Sum. Konstruiere Eingabe fiir Knapsack:
Si = a; ,S =b
w; =a; , W =25
Dannist > a;=b< > a; <bund > a; >b
il i€l il

14 Partition

Gegeben: aq,...ay
Gefragt: 31 C {1,...,n}
D= a;

il il

€ N P-Vollstéandig

Subset Sum <* Partition.

Sei ay,a9,...,a,,b Eingae fiir Subset Sum.
n

Sei A= > a
i=1
Sei I C{1,...,n}imit Y a;="b
i€l

> a; b

iel

Dannist > a;+ A—b=> a;+b
iel idl

D.h. Eingabe a;, ..., ay,b, A — b fiir Partition hat Losung.

Aber: die hat immer die Losung: Z a;=b+(A—0)
—_———

i=1 ™

=A
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Stattdessen: a;,...,an,,b+1,A—b+1

Dannist > a;+(A—b+1)=> a;+(b+1)
i€l igl

Aber SSai=A# (b+ 1)+ (A—bt+1)=A42

i=1
"<’ Sei I eine Losung fiir das Partitionsproblem ay,...,a,, b+1,A—0b+1
S~ N——
=0n+1 =0an+2

Da(b+1)+(A—b+1) = A+ 2 > A kann nur eine von beiden Zahlen zu I gehoren. Sei

0.B.d.A.! sei n +2 € I (sonst betrachte ).

Es gilt aber:
Yai+A-b+1=> a;+b+1

i€l igl
= ZaH—A—Zai:Qb

iel Py

—_——
:Z a;
i€l

= Z a; = b

i€l

14.1 Bin Packing

Gegeben: aq,...,an, B,k

Gefragt: Kann man aq,...,a, auf k Bins der Grofle B verteilen?

Bsp.: 1,3,3,7,5,4 ,B=5
2 3

5 1 4 5

1

€ NP

Partition <* Bin Packing.
Sei aq, . ..,a, Eingabe fiir Partition.
Konstruiere Eingabe fiir Bin Packing:

n
ary....an, B=4 k=2mit A= a

2
=1
NP CEXP
NP-vollstandig
o SAT /
P

SAT =P HAM =P VertexCover =% ...

1o.B.d. A.: ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
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15 Approximationsalgorithmen

15.1 Bin Packing

geg. ai,az,...,an
1 .
bins 1

i a

1. Strategie

e sortiere Eingabe aufsteigend zu a1 < as < .. < ay

o fiille bin ¢ so weit wie moglich, fiir ¢ = 1,2, ... mit Gegenstédnden in sortierter Reihenfolge

as
az
ai

Gy

2. Strategie

e sortiere Eingabe absteigend zu a1 > a2 > ... > a,

e setze a; in den ersten bin, in den es noch hinein passt, fir ¢ =1,...,n.
1. Strategie 2. Strategie
1
10
EE 9 10 bins = optimal,
1 10 10 da alle bins voll sind.
10
11 bins

Strategie 3: First Fit (FF)

setze a; in den ersten bin, in den es noch hinein passt, fir : =1,2,...,n

Betrachtung zu FF:
Sei k* die Anzahl der bins bei einer optimalen Lésung und k die Anzahl der bins, die FF auf
ai, ..., a, beniitzt.

n
Es gilt: > a; < k*
=1

)

Fir FF gilt: alle bins, bis auf evtl. den letzten, haben Fiillhche > %

N

~

zusammen > 1
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n
=2Y a; >k
i=1
= # bins, wenn alle genau % voll sind.
Folglich gilt:
n

k<2 a; <2k*

i=1
=k < 2k*
Man kann sogar zeigen: | < %k:*
Fiir FFD gilt sogar: k < 4 k*

15.2 Multi Processor Scheduling (MPS)
geg. m Prozessoren, n Jobs

mit Laufzeiten tq,to,...,t, und deadline D.

gefr. kann man die Jobs so auf die Prozessoren verteilen, dass alle Jobs in Zeit D fertig sind.

MPS ist NP-vollsténdig:
BinPacking < MPS
at,...,apn,k,B—t;=a;,1=1,....nm=k,D=08

Greedy-Strategie:

e Ordne Job ¢ dem Prozessor zu, der aktuell die kleinste Ladung hat.

Sei T' die maximale Laufzeit bei der Greedy-Strategie und sei T die Laufzeit bei der optimalen
Losung.
Fur T gilt:

n
) T*>L1%y
=1
2) T* > max t;
7

Fir T gilt:

Nach Ausfithrung von Greedy habe Prozess ¢ Ladung 7;.
Sei i ein Prozessor mit T;, =T
Sei Job j der letzte Job, der Prozess iy zugewiesen wurde.

D. h. alle anderen Prozessoren haben zu diesem Zeitpunkt bereits eine grofiere Ladung. Es
gilt also T; > T, — t;Vi
n

=Y T >m(Ti, —t;)
=1

m
=1
m
=T<— z; ti+ t
1=
~—— <T*
<T*
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-~ [FZ7)

Bsp.:t;=1,i=1,...,n—1
tn, =m

HBE

1 2 3 4
wihle n =m(m —a) + 1
T'=2m-1
T =m

m

Greedy-Sortiert:

e sortiere Jobs, so dass
th>2t> ... 21,

e dann wie Greedy

Lemma:2t,,; 3 <T*
Beweis:Betrachte Jobs 1,...,m+ 1

Nach Schubfachschluss hat ein Prozessor > 2 Jobs (bei optimaler Losung), d.h. Laufzeit >

t; + tj
~~ ~—~
2tm+1 Ztm+1

Gleiche Uberlegung wie oben:

Prozessor 79 mit maximaler Ladung 7.
Prozessor i, habe > 2 Jobs.

(Hétte Prozessor ip nur einen Job, dann ist T'=t; = T™)

Esist j > m+1, also t; < t,,41, wobei Job j wieder der letzte Job ist, der Prozessor i

zugewiesen wurde.
Abschétzung von vorher:

1 n
T<m;ti+ ti

N—— <tm41=< TT*
<T*

15.3 Vortex Cover

o ——/—9

&—/—o Greedy:
e wihle Knoten v mit maximalem Grad

e entferne v (mit seinen Kanten)
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e wiederhole

Bsp.:
aq as
b1 b
-~
[ 9
C1 C2 Cn—2
deg(ar) =1
deg(bj) =(n—2)+1=n—-1
deg(cs) = n
Greedy wahlt cq,ca,...,ch—2, a1,0a9,...,a,, insgesamt als 2n — 2 Knoten.
Optimal wire b1, ..., b, zu nehmen, also n Knoten.
Bsp.:
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ai a2 as Qa4 An—1 A
o
bl b2 b3 b4 bnfl bn
c1 \\ C2 ‘
(')
CN
“n
I L
i=2

[
Sk
|
E)
|
N

n
[ Harmonische Reihe Inn < > <Ilnn+ 1]
i=1
= N>n(lnn—-1)—-n+1
=nlnn—2n+1
greedy nimmt cy,cy_1,...,1, ai,...,a,, also N + n Knoten.

Verhéltnis: N;” = ”ln”n_”"'l =lnn-1+ %
D. h. die Strategie kann beliebig schlecht werden.
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1) C«10

2) wéhle beliebige Kante (u,v)

4

)
)

3) C«+ CU{u,v}
) G+ G—u,v
)

5) wiederhole bis G leer ist (2-4).

Da eine vertex cover jede Kante abdecken muss, ist auch in einer optimalen Lésung mindestens

einer der beiden Endpunkte u oder v enthalten.

C| <2 |7
~~~ ~~~
vc. vom Approx Alg. optimale Losung

Besser: mit Approx Faktor 2 — % fiir eine Konstante c.

15.4 Traveling Salesman Problem
15.4.1 Nearest Neighbor (NN)

gehe immer zum néchstliegenden noch nicht besuchten Punkt.
2

W NN: 1005
2 2

2

Metrik: d erfiillt die Dreiecksungleichung
z

T )
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

1000

W NN: 4999
A Optimal: 4000

1000

1000
1000
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Allgemein:
T = NN-Lésung

T = optimale Losung
7| < log, |T"

(TSP mit A-Ungleichung)

15.4.2 Nearest Insertion

bilde Kreis und fiige Knoten ein
e Start mit 3 (beliebigen) Knoten und verbinde zu Dreieck.
e wihle Knoten v der noch nicht Besucht ist und fiige v in den Kreis ein.

Auswahl von v:
[ )

wahle v mit minimalem Abstand zum Kreis:
d(c,v) = mind(u,v) uweV

flige v so ein, dass sich der Kreis moglichst wenig verlédngert. D. h. wihle Nachbar w von v so,
dass
Cost(v) = d(u,v) + d(v,w) — d(u, w)

minimal ist.
Noch A-Ungleichung ist
d(v,w) < d(u,v) +d(u

\_/:%/

e Wiederhole Insertion-Schritt bis alle Knoten im Kreis sind.

Beh.:Sei C der Kreis der durch NI berechnet wird und C* eine optimale TSP-Tour.
Dann ist d(C) < 2% d(C*)
d(C)= > d(u,v)

(u,)eC

Beweis:Vergleich mit der Berechnung aufspannender Baume, wihle jeweils Knoten v der am
néchsten zum aktuellen Baum liegt.

NI wiahlt ebenfalls diesen Knoten v aus.
[ )
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Aufspannender Baum T vergrofiert sich um d(u, v), Kreis vergroflert sich um cost(v) < d(u,v).
= am ende gilt: d(c) < 2x*d(T)

Sei C* Kreis minimaler Lénge ( = opt. TSP-Tour ).
o
\

Lasse irgendeine Kante weg. Dann entsteht ein Baum 7", ein aufspannender Baum. Folglich ist
d(T) < d(T"), da T minimal ist.

Auflerdem ist d(7") < d(C*)

= d(T) < d(C*)

= d(C) <2xd(T) <2xd(C*)

= d(C) < 2+d(C*)| O

Varianten:
e Farthest Insertion (FT)

e Random Insertion (RI)

15.4.3 Christofides

1) Konstruiere minimal aufspannenden Baum 7.
Dann ist d(T") < d(C*)

i

2) verdopple alle Kanten

3) Konstruiere Euler-Tour E (mittels DFS)
D(E)=2xd(T)

4) Konstruiere daraus TSP-Tour durch Abkiirzungen

Verbesserung

T

‘\ \/ AN

/\

Erweitere T um Kanten, so das jeder Knoten geraden Grad hat.

Betrachte U = Knoten mit ungeradem Grad in T’

Lemma:|u| ist gerade

Beweis: Y grad(v) = 2m (m = Anzahl Kanten), da in der Summe jede Kante zweimal gezéhlt

veV
wird.

Seite 32 von 36



Berechenbarkeits.- Komplex.Th. Semester 3 WS 2011/2012

= 2m rad(u rad(v
- Zeos 3
gerade veV-U
gerade

= > grad(u) ist gerade
uclU
= |n| gerade

Verbinde Knoten in U paarweise, so dass die Summe der hinzugefiigten Kanten moglichst klein
ist.

Matching auf U.

Perfect Matching M ist eine Menge von Kanten, so dass jeder Knoten zu genau
einer Kante aus M gehort.
Es gibt effiziente Verfahren zu Berechnung von minimalem perfect Matching.

Dann weiter wie vorher: konstruiere Eulertour E und daraus TSP-Tour C.
Es gilt: d(E) =d(T) + d(M) > d(C)

M,

Mo

Nehme jede zweite Kante
= perfect Matching M;
Rest ist ebenfalls perfect Matching My

= d(C*) = d(M7) + d(Ma)
> d(M) + d(M)

—2*d( )
:d(M):—*d(C*)
= d(C) < d(T) + d(M)
< d(C*) + =(C7)
3.
= Sd(C*)

ATSP
TSP ohne A-Ungleichung:
1 i 1
3

Satz: Sei ¢ > o beliebig.
P # NP = es gibt keine ¢-Approximation fiir TSP.

Beweis:Betrachte folgende Reduktion von HAM <¥ TSP.
Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n.
Konstruiere Eingabe fiir TSP mit n Stddte und Abstidnden d:
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. 1, falls (i,5) € £
d(m)Z{ (6,4)

c*mn, sonst

2 3
G

1 4
Dann gilt:

1. Ge€ HAM = L* = optimale Lénge einer Rundreise = n
2.GE¢HAM = L*>n—14cxn>cx*xn

Zeige: Wenn es einen Algorithmus A gibt, eine ¢c-Approximation an TSP, dann ist HAM € P
und folglich ist dann P = N P.

A ist c-Approximation, d.h. sei L die Linge der TSP-Tour, die A(n,d) berechnet, dann gilt:
L<cxL*

Sei G = (V, E)) Eingabe fir HAM . Reduziere G wie oben zu (n,d). Sei L = Lénge von A(n,d).
Dann gilt:

1. GeHAM = L*=n=L<cx*xn

2. GE¢HAM = L*>cxn=L>cxn

D.h.Ge HAM & L <cxn
= HAM € P

Bsp.: Vertex Cover
. . . . .. 16
P # NP = es gibt keine c-Approximation fiir ¢ < 3

15.5 Subset Sum

Fiir Subset Sum git es eine Approximation, die auf Eingabe (ay,...,an,b,€),e > 0 eine (1 + €)-
Approximation liefert.
I T

b
opt. < (1+€). approx.
Optimierungsversion: I < {1,...,n} sodass ) a; maximal und < b
el
16 PSPACE

PCNPCPSPACE <EXP
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16.1 True Quantified Boolean Formular (TQBF)

Vady(z A Jz(y A 2))
Voll quantifizierte Formeln sind wahr oder falsch.

F(x1,...,xy) € SAT
< Jry3xg. .. Jrp, F(xy, ..., x,) € TQBF

TQBF € PSPACE
DR e
F
(v)

Stelle Formel als Schaltkreis dar und werte mittels Tiefensuche aus. Es gilt: TQBF ist PSPACE-
vollstandig.

Jede QBF-Formel lédsst sich dquivalent umschreiben in Qix1Qax2. .. QnryF(x1,. .., x,) mit
Q1 =3,Q2 =V,... alternierend und F in 3 — KNF ist. (quantorenfrei)

Geographie

Gegeben: Graph G, gerichtet.

Knoten S (Startknoten).

Zwei Spieler ziehen Abwechselnd.

Spieler I started in S und zieht zu einem Nachbar von S. Dann zieht Spieler II, ...

Dann immer abwechselnd.

Kein Knoten darf mehrfach besucht werden. Es verliert der Spieler, der nicht mehr Ziehen kann.
GEO = {(G, s) | es gibt eine Gewinnstrategie fiir Spieler I }

TQBF <P Gro : F = 311V2s. .. Quan(Cr ACo A ... ACyy)

Konstruiere G, s:

e e
NSNS\

Ci =21 ANTa A3

GEoO ist PSPAC E-Vollstindig

Ebenso:
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e NFA-Aquivalenz
e Regulire Ausdriicke-Aquivalenz

PCNPC PSPACECEXP
Esist P # EXP
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